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で記述される.Van der Pol振動子ゃう神経振動子のモデルとしてよく知られた FitzHugh-Nagumoのモデル
定ニ C1(X-X3 -Y)， 


























X =LoX +μL1X + N2(X，X) + N3(X，X，X) (1.4) 
の形に表そう.ここで、線形項は臨界点におけるそれ(すなわち LoX)とそこからの微小なず、れμL1Xに分け
られている.また，N2，N3はF(X)をX でテーラー展開したときの2次および3次の非線形項を表す.μ
や X について上記以上の高次項は重要でないので以下では考えない• N2(X， Y)はX とYの交換について





































Lo Lo -ωoae， ( 1.9) 
b ニーμL1X-N2(XうX)-N3(X，XうX)

















と表される.ここに(j，g)o = (2π)-1 J02π de f(e) . g() あるいはう bをb(e)=乞三∞b(ν)exp( iv()のよう
にフーリエ分解すると， (1.11)は











の出発点としてはこれらをすべて Oと置いてよい.これを boとすると，bo=-μL1XO - N2(XO，XO)-
N3(XO，XO，XO)である.これを可解条件(1.12)に適用すれば，






β -3(U* . N3(U，U，[l)) + 4(U* . N2(町内2(U，0)))











X1 =F(X1)+k12X2 (1.15 ) 




Xl.Oニ Zlexp( iB)U + Z1 exp( -iB)U 











九二μσZl-sIZl12 Zl + k12Z2 (1.19) 
となる.ここに k12は h;12= U* k12U であたえられる .σ と F の表式は l 振動子の場合と変わらない• Z2に
対しては，上式で添字 1と2を入れ替えた発展方程式が成り立つ
(1.15 )で結合項を拡散項Dマ2Xで置き換えると






X(r， t) z(r， t) exp(iB)U + z(r， t) exp( -iB)U 
+p(zぅz，¥7z，マムマ2Zぃ・・)， 











Z (1 +ω)z -slzl2z +αマ2z，







日川 =F仲 Jg(r -r')Xゲり (1.26) 
を考えると，その縮約は
atz(r， t) = (1 + iω)z -slzl2 ( 1.27) 







































X ニ F(X)+ p(t). (2.2) 
φの時間発展は




gradxo竺 gradχ(φ)ゆ三 Z(ゆ) (2.4) 












(1.1 )をリミットサイクル軌道の周りで X(t)=χ(ωt) +ρ(t)とおいて線形化した式
ρ= L(t)p 
の固有値問題に現れる.初期ベクトルp(O)が時間Tの後に




ルがブロケ固有ベクトルである.これを Ul(l = 0， 1， 2， • • • ， n -1)で表し，その固有値老入lとする.またう固
有値入I~こ属する左固有ベクトル老 tι? とする.これらの固有ベクトルは通常のように規格直交条件老みたす
とする.ρ(0)ニ叫なら
ρ(T)ニ exp(入lT)p(O) (2.8) 
となることは明らかである.なお，Ulは一般に C上の基点χ(ゆ)に依存する.あるいはφの関数である.した
がって，これを明示する場合には UI老町(ゆ)と書く.
固有値のうち一つは必ずOである.なぜなら， χ(φ)点で Cに接する接線ベクトル老 ρ(0)とすると，軌道に










が常にその上にとどまる『つまり不変多様体になっており， Pは時間とともに Cに漸近するから、 Eφ はCの
安定多様体である，アイソクロン Iφ もまた Cの安定多様体であることはすでに見たとおりである.Eφ とIφ
の唯一の違いは，前者が線形化システムの安定多様体であるという点、のみである.このことから Eφ はχ(φ)
点における Iφ の接空聞をあたえることがわかる.一方，Z(ゆ)は C上の χ(φ)点においてアイソクロン Iφ に
垂直なベクトルであった.したがって，それは同じ点において Eφ にも垂直である.つまり，Z(φ)とすべての
UI (lヂ0)のスカラー積は Oであり、したがって Z(φ)は Uoに平行である.よって?とれら 2つのベケトル
















ψ= Z(ωt+ψ)p(χ(ωt+ψ)). (2.12) 
このようにう「遅い変数」 ψの運動方程式の中にωtで表される相対的に早い周期的時間変化が入っている.そ



























大値と最小値をそれぞれfrnl.X' f rni:nとすると?ルが -frnax < 0ω< -f rninの範囲にあれば同期解が存在す
る.ただし， ψの定常解ψ。のうち f'(ψ。)< 0老みたすもののみが安定な同期解である.同期がわずかに破れ










φ1二 ω+Z(φr)p(ゆ1，q;2) (2.21) 
および添字 1と2を入れ替えた式であたえられる.φ1.2=ωt+ψ1.2 と置き，平均化操作により
ψf12(ψ1 -V-'2)， (2.22) 
ψ2 f21CljJ2 -ψr) (2.23) 
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r'(o)， r'(π)の符号による.図2のa，b、c，が典型的な三つの場合を示している.図2aではr'(o)< 0， r'(π)>0 
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単一の LIF は区間 O~u 三 1 で定義された l 変数 u に対する式
u=α-u (3.1) 
およびリセッティング・ルール 11，が1に達した瞬間，無条件に 1， =0とリセットする」によって定義される.
物理的には，リセットの瞬間が発火興奮が起こる瞬間と解釈される.パラメタ αは1に近い値をもち， α>1 
なら U は振動子となる.α がわずかに lより小ならう 1， =αは安定点、ではあるが弱い刺激で一過性の振動を示
す.これはいわゆる興奮系とみなされる.以下では自励発振する前者の場合を考える.周期Tは
T=子ιldt=J15生=一件 (3.2) 
となって， α→ 1で対数発散する.1， =0と1， =1老物理的に同ーの状態とみなすと，これはちょうど φ=0
とゆ =2π を同ーの状態とみなしたように，1 を一種の位相変数と見ることができる.その結果，付加的なリ
セッティング・ルールは必要でなくなる.つまり LIFモデルはすでに位相モデルになっている.これを標準
的な位相モデルゆ =ω に直すには次のような変数変換を行えばよい.
。=A1(u) =一ω111(1-α 111， ) (3.3) 
次に結合した一対の LIFを考えるそれぞれの状態変数を u.u'とする.相互作用としてしばしば。関数
による結合モデルが用いられる.Uに対する式は
也ニα-u+K乞α(t一九)， U'(tn) = 0 (3.4) 
n 
tnはぜが n回目に発火した時刻である.α(t)はα関数と呼ばれ， α(t)ニ T-2texp( -tjァ)(t三0)，α(t)= 
o (t< 0)で定義される.α(t)の時間積分は 1に規格化されている.相手方のニューロンが発火するとう同じ瞬
間にその効果を受け取るのではなく， α関数で表されるような時間遅れを伴って影響を受けるヲということを
(3.4)式は表している.ァは遅れの度合いを表すパラメタである.











dM ωω (W¥ 
で一二一一=一叫 1=71三 Z(ゆ). 
αu α-u α¥の/
Z(ゆ)は 0::;1><2π で定義されているが，これを一∞から∞までの全域でのお周期関数として拡張したも
のを Z(φ)と書く.同様に α(t)を全域にわたる T周期関数として拡張した δ(t)老次式で定義する.
(3.6) 



















? ? (3.10) 
が成り立ちぅ (3.8)は















































































































の=ω+fZ(ゆ)((t) (3.31 ) 
と書く.(は通常の大きさをもっ.上式の一つの解をの(t)とし， φ(t)→ φ(t)+ψ(t)として，ψについて (3.31)
を線形化すると




入=f < Z'(ゆ(t))と(t)>正・ (3.33) 






ど φ0+山 lt山 (3.34) 
ただしうゆ(0)=φ。とする.よって入の表式に現れる Z'(ゆ)は






























































Rexp(i8) = I .f(仇t)exp(iφ)dゆ(4.4) 
JO 
と書かれるから，分布 f(仇t)が一定の形老保ちながらある角速度。で回転するならうすなわち f(仇t)= 
f(の-nt)なら，オーダーパラメタは
R = const.、 8= nt +8。 ( 4.5) 
のように振舞う.以下ではそのように仮定する.この仮定の正当性は事後的に確かめられる.系の対称性から?
Qは振動数分布の中心に一致するうすなわち目下の取り扱いではOに等しいと期待される.よって 8=8。と










。? ?? (4.6) 
となり，これによって(4.3)式は





















。， -仏 +h(ふt) ( 4.10) 
の形のドリフトする解が得られる.2π周期関数hの形もわかるがう以下の議論では必要ない.真の振動数φz
は









ω -KRsin φ (4.12) 
よって
r J .LU.¥J 1 r∞ L/x2 -(K R)2 
fB(φ) = I g(ω)p(札ω)dω=.: I xg(:r) っdx (4.13) 

















a b G 
ω 
図 3: 振動数心の分布• K < Kcでは (a)のように自然振動数の分布g(ω)に一致し，K > Kcでは (b)，(c)の
ようにデルタ・ピークと凹みのある特徴的な分布を示す.Kの増大とともにデルタ・ピークの強度は増し，連
続スペクトル部分の強度は減少する.
であたえられる • K = Kcの近傍ではRは小さいと期侍されるからう S(R)老テーラー展開すると、(4.15)式は
R -S(R) = R(l一EKg(0)-fr(0)R2+0(R4))
¥2 16" ¥ I ') 
( 4.17) 




















g(ω2 + (K叫 ω2fjkR)2
(4.21 ) 
( 4.22) 




g(ω)=7正す (4.23 ) 
であたえられる場合には，オーダーパラメタ， G(φ) ，位相分布関数.f(の)に対して解析的表式が得られる.結果
のみを示すと， 2γ/K==η として，




2 可九 1-71 






fA(φ) + fB(ゆ I
L.π 
( 4.25) 
G(φ) ( 4.26) 






g(ω)=ユ(I 1 ¥'). ') + I 1 ¥'). ') 
2π¥(ω-ω0+ムω)2+γ2 . (ω-ωoー ムω)2+γ2) 
のようにダブルピークをもっ場合を考えよう..J.D.Crawfodによれば [15]，ムωの値によって転移のよ



















に白色ガウスノイズ乙(t)( <む(t)>二 0，<ふ(t)む(t')>= 2Dムバ(t-t')が加わった場合には， (4.30) 
はフォッカー・プランク方程式
θ2p 
戸(φ，り)=一一(Vp) + D一一 (4.33 ) θゆ δゆ2
に一般化される.上式は坂口によって解析され，臨界点近傍で、オーダーパラメタに対するセルフコンシ
ステントな方程式





¥J -00 LJ~ -ト w~ / 
によってあたえられる.当然ながら，D→Oの極限では Kcは(4.16)に一致する.
3 非同期状態の安定性







ρ( ct，ωヲt)=ρ0+ c(ω，t) exp(iゆ)+ e(ω うt)exp(一的) (4.36) 
と置いて， c(ω今t)について(4.30)を線形化する.すなわち，
c(ω ド一川t)+5Lc川 g(w')dw'三 L (4.37) 
これから Lのスペクトルを求めると，連続スペクトル入 =ω が常に存在すること，およびK > Kc 










附恥)ドニ π ιLCい川り切州附川9引仲州(μω刈)ル μ 
Lにこ注意する.これより(4.37)の結合項はRに比例することがわかり，同式を積分すれば
K rt 
e(ω，t) = -iwc(ω， t)+γ I exp(-iωT)R(t -T)dT (4.40) 
4π .JO 
となる.これに再び (4.39)を適用すれば，R(t)に対する閉じたダイナミクス
R(t) =印)+Edh-けg(T)d (4.41) 









J.D.Crawfordは臨界点近傍で(4.30)に対する中心多様体縮約を実行した [15].K < Kcで常に虚軸上
に連続スペクトルが存在するため.通常のホップ分岐における縮約のように単純ではないが，オーダー
パラメタに対する小振幅方程式の形は正常ホップ分岐の場合と同様にR=入R-μR3，μ>0の形であ






















対するこの状態の安定性を見るためにう ψ 払 +6V'iと置くと， 6ψ1に対する線形化方程式は
N 
d仇=-f(0) +主主附'i- 6ψj) =γ附 ( 4.4) 






















いて線形化する • 5f(ψ， t)= (2π)-1 LI#o今5fz(t)exp(ilψ)ぅr(ψ)=乞ご∞f，exp(ilψ)によって定義される
フーリエ成分5fしれ老用いるとう線形化方程式は
5fl σ16ft， 





結合が順位相タイプでないという条件は f'(O)=乞1ilfl = -2 LI>o lC;:Sfl > 0であり，各lに対してではなく
ほflの総和が負であれば満たされる.言い換えればう 「位相結合関数のいずれのフーリエ成分も順位相結合
タイプでない」という特別の場合に限って安定である.結合関数がr(ゆ)= -K sin(ψ+α)， (K > 0)のよう
に基本波成分のみを含む場合には;1α1<π/2なら lクラスター状態は安定であるかわりに一様位相分布は不
安定， 1α1>π/2なら 1クラスター状態は不安定で一様位相分布は中立安定である.後者が漸近安定でなく中
立安定である理由はう l弁士1に対しては提σ1=0が成り立ち?したがって 6f土1= 0を満たす任意の位相分布
が線形化方程式をみたすからである
2次の高調波を含む位相結合関数として
r(ψ) = -si叫ψ+α)+rsin(2ψ)，(γ> 0) ( 4.49) 
老考えてみよう.f'(O) =一cosα+2仏 f'(π)= cosα+ 2rだから，r > i cos仏 T> i cosα の両条件が満
たされる場合には順位相結合でもなく逆位相結合でもない，いわゆる out-of-phase結合となって振動子対は
Oでも πでもないある位相差で安定化する.たとえばγ=1/4の場合， π/3< 1α1<2π/3ならこの条件は満
たされる.とのような結合をもっ大域結合集団がいかなる挙動老示すかはそれほど自明ではない.図 4には












制限される.それぞれのクラスターに含まれる振動子数をNA，NBとし，NA/N=p， NB/N = 1-Pとする.
pは初期条件によって変わりうるので，同じ 2クラスター状態とはいっても lパラメタの自由度がある.ψA.B
の運動が
ψA pr(O) + (1-p)r(ム)， 
ψB (1 -p)r(O) + pr(ーム)
に従うことは明らかであろう.これら 2式の差をとると































入1およびんに対する表式を求めるには，クラスター Aまたは Bからわずかに引き剥がした lつの振動子
の位相ψに対する発展方程式
ψ=pr(ψ-ψA) + (1-p)f(ψ-'I/'B) ( 4.54) 
を考えればよい.ただし，上式では簡単のためN→∞を仮定している.ψ一ψAについての上式の線形化方
程式からん =pf'(O)十 (1-p)f'(ム)が得られ，同様にしてん=(1 -p)f'(ム)+ pf'(ー ム)が得られる.またう













































































山)ニ (1+ω) z -(1 + iC2) I小 K(1+ iCl) J G(lr-r'l)(z仲村r))dr' (5.3) 
が得られることはもはや説明を要しないだろう以下では K>uと仮定する zの空間変化の特性波長入pが












F(Xi) + g(X.i， S(r'i， t)， 
N 



















れを含めた一般化は可能である.なお，以下での議論の都合上，Sの変化速度を表す時間スケール 7 を (5.6)
にあらわに導入しておいた.
細胞が十分密にかつ一様に分布しているならう Xiを連続変数X(rぅt)に置き換えることができ守またう細胞





F(X) + g(X， S)， 












コヒーレントな領域とが共存した状態である.比較的単純な例としてう (5.4)が示す l次元キメラを図 5に示
























遅い位相変数ψ(x，t)三ゆ(x、t)-ruを用いると、 R(x，t) = Ro(x)および(5.11)の仮定の下に (5.9)ぅ(5.10)
はそれぞれ
Ro(.1:) exp (i8o(x)) J dx'G(xー ピ)叫(仲(x'札 (5.12) 
ψ(x， t) ω-O-Ro(x)sin(ψ(ιt) -8o(x) +α) 
(5.13 ) 
となる • R < Rthなら (5.13)は平衡解
ψ巴(x)= sin-1 (~ニ~) + 8o(x)一α¥Ro(吋ノ (5.14) 
をもち，R < Rthならドリフト解ψd(X，t)をもっ.シミュレーションで得られた Ro(x)の対称なひと山パター
ンから， (5.12)の空間積分は P領域と C領域に区分され
Ro(x)exp (i8o(x)) I G(x -x')exp (州、(ピ))dx'
JI:rl>xc 

















































ふ(r日 +J G(lr-r'I)r(ゆ(r，t)-<t ( 5.17) 
は，さまざまな瞳命解析が可能なモデ、ルで，これ老用いて振動場の長距離コヒーレンスの発生や乱流状態(時空カ
オス)等を論じることができる [29，30].ここにうノイズは平均値Oの白色ガウスノイズでうくと(r，t)と(rヘt)>= 







三 V(ゆ仇うZιうtり)十ご訂(xι，tの 何5.18剖) 
と表される.これは形式的にはドリフト速度V(札x，t)老もちランダム外力を受けた 1振動子のダイナミクス
を表すとみなされるのでう f(ct，x，t)はフオツカー・プランク方程式
j(机 t) 一三~ Iω+ ( dx'G(x -X') (2πdct'r( ct一的f( ct' ， X'， t) I仇川)~ θφI ¥ -. J -/ Jo -T " T /- ¥ T' '/ 1"¥" ， / I 



































n/2 .<: a 
図 7:ノイズを含む非局所結合位相モデル (5.17)が示す乱流状態.空間は 1次元で，r(ψ)ニ-sin(ψ+α) ， 




















ると場は時空カオス化する [4].<;Sd/)Rd =α， <;Sg/~g = bと置くとう BF不安定が起こるための条件は
1+αb<O ( 5.27) 
であたえられる.具体的な位相結合関数のいくつかに対してこの条件が満たされるか否かを調べることは
興味がある.最も単純な順位相結合関数としてr(φ)= -Ksin(ゆ+α)、(K> 0，1α1<π/2)老考えると，











に拡張されたドリフト解んい-Ot + 8(x， t)は(5.19)の厳密な解とはなりえないが，このようなfがある






8(ιt) = ν-τ 十 μ(:~ 1 





縮約法を適用すれば，V< 0の場合に重要となる高次項 (4次微分項)を含むいわゆる Kuramoto-Sivashinsky
方程式が得られる.
例として，r(ゆ)= -sin(ゆ+α)、(1α1<π/2)について解析した結果を図7に示そう結合強度を単位結合
半径をもっ指数関数 G(x)= exp( -lxl)/2とすると，系に含まれるパラメタはαとノイズ強度Dのみである.
これらで張られる 2次元パラメタ空間で νの正負がどのように変わるかを示したのが図 7aである.また，乱
流領域におけるパターンの一例を図 7bに示す.
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